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UNE INBGALITfi DE GARDING 
SUR UNE VARIfiTl? A BORD 
Par N. LERNER et X. SAINT RAYMOND 
ABSTRACT. - The main result of this paper is a G5rding inequality .& c (~(z,D)u,u)>--C I~u~I’, for functions 
UES(R~) supported in the half space {z~>o} under the (weak) nonnegativeness condition .$ r a=b+L,, C, where 
h and c are (everywhere) nonnegative symbols of odd integer order zm+ I. Then this result is used to improve 
uniqueness results in the linear Cauchy problem. 0 Elsevier, Paris 
Dans le calcul pseudo-differentiel, les inegalites de G6rding servent a traduire les 
estimations sur les symboles en estimations sur les operateurs (voir par exemple Hormander 
[ 2, th.18.1.141). Mais bien souvent, il n’est possible d’obtenir une estimation symbolique 
que localement, et l’estimation sur les operateurs qui en resulte n’est alors clairement 
Ctablie que sur des fonctions dont le support reste a une distance strictement positive 
du domaine oti l’estimation symbolique n’est plus vCrifiCe, ce qui permet l’utilisation de 
fonctions de troncatures. 
11 est pourtant nature1 de se demander si a un symbole a(~, I) positif ou nul sur F x R”, 
F &ant un fermi de W”, correspond un operateur positif sur les fonctions a support dans 
F sans aucune distance de securite entre le support et le domaine oti le symbole prend des 
valeurs strictement negatives. C’est un resultat de cette nature que nous demontrons dans 
cet article, lorsque F est un demi-espace { 2 ; cp(z) 1 0 } et que le symbole a d’ordre 
entier impair s’ecrit a = b + c cp pour des symboles b et c positifs ou nuls (partout). Si 
I’on considbre ce probleme d’un point de vue plus geometrique, nous pouvons interpreter 
ce resultat comme une inegalite de G&ding sur une variete a bord. 
La demonstration de notre intgalite de G&ding consiste d’abord a estimer les 
commutateurs d’operateurs pseudo-differentiels avec l’operateur de multiplication par 
la fonction hiilderienne (p;l” sous le controle d’un deuxieme facteur cp;” grace a une 
inegalite due a Nirenberg et Treves. Mais cette estimation &ant obtenue sous une forme 
microlocale, il nous faut aussi estimer des restes, ce qui nous conduit a une sorte de 
deuxieme microlocalisation (voir plus loin le Lemme 2.3). 
Comme exemples d’utilisation de notre inegalite, nous demontrons ensuite deux resultats 
d’unicite pour le probleme de Cauchy. Ces resultats s’inscrivent dans le contexte du 
thtoreme d’unicite de Hormander ([l, th.8.9.11, ou [2, th.28.3.41) pour les problemes de 
Cauchy principalement normaux a surface initiale fortement pseudo-convexe. Ce resultat 
de Hormander a et6 Ctendu au cas des surfaces faiblement pseudo-convexes pour des 
operateurs de type principal reel d’ordre deux (Lerner-Robbiano [3]) puis d’ordre trois 
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(Saint Raymond [5]), et pour des operateurs principalement normaux “de type biprincipal” 
d’ordre quelconque (Saint Raymond [4]). Mais dans ces trois articles, l’hypothese de 
faible pseudo-convexite Porte en realite sur toute une famille de surfaces et Hormander 
a observe que le resultat de [3] subsistait si l’hypothese n’etait faite que sur la surface 
initiale ([2, th.28.4.31). Nous montrons ici, a l’aide de notre inegalite de Girding dans 
un demi-espace, que c’est aussi le cas pour le resultat de [5] cite plus haut. Dans le cas 
des operateurs principalement normaux de type biprincipal d’ordre quelconque, la situation 
est un peu plus compliquee et le resultat donne ici ne fournit qu’une leg&e amelioration 
de celui de [4]. 
La methode des inegalites de Carleman couramment utilisee pour demontrer les resultats 
d’unicite trouve une place naturelle au sein d’un calcul pseudo-differentiel a grand 
parametre. C’est pourquoi notre inegalite de Girding sera Ctablie dans le cadre d’un 
tel calcul, bien que la version correspondante dans le calcul standard soit tout aussi vraie. 
Cet article est divise en quatre paragraphes. Dans le premier, nous Cnoncons le resultat 
principal, qui est ensuite demontre dans le deuxieme paragraphe. En troisibme lieu, nous 
decrivons les applications au probleme d’unicite CvoquC plus haut, les demonstrations &ant 
repartees dans le dernier paragraphe. 
1. L’inCgalitk de G&ding 
La lettre y designant un parametre reel superieur a 1, nous notons 
cc” = s (y2 + lq*)~‘* . ( lW2 + (7” + lE12)-11412 ) 
les classes de symboles a grand parametre (classes S(m,g) de Hormander [2,18.4]), 
c’est-a-dire que a E Cfi signifie que l’on a des estimations 
pour tous multi-indices cy et /J E N”, avec des constantes C~I,p independantes de 
(x,<,Y) E W” x Iw” x [l,oo[ . De meme, nous notons 
Ilull& = I’( Y2 + l~12Y lWl’4 
les normes de Sobolev correspondantes (qui sont des fonctions du parametre y), le produit 
scalaire dans L2(FP) &ant note 
(u, 71) = .I’ u(x) v(z)dz . 
A tout symbole a E Cp nous associons deux opkateurs sur .Y(W), l’operateur a(~, D, y) 
resultant de la quantification usuelle, c’est-a-dire defini par : 
a(z, D, ,y)u(x) = (27r-‘” / ei+y,c) a(z, [, y) u(y) dy d( , 
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et l’operateur a”’ resultant de la quantification de Weyl, c’est-a-dire defini par : 
U”‘7L(Z) = (k-1’ p-!‘.~) o,(y<,y) 7L(y)d?jd(JlE. 
Le resultat principal de cet article est le suivant : 
THEORY&ME 1.1. - Soit a E C1 un symbole positif ou nul SW R” x R” x [ 1, ‘co[. Alors il 
existe une semi-norme C de a telle que 
((x,, a)“‘U, 74 + c 117,11; 2 0, 
pour toute ‘71, E C;P(R”) 6 support contenu duns F = { :I: E R’” ; O<:c,,54} et tout y > 1. 
Dans les applications, nous utiliserons ce Theoreme sous la forme suivante. 
COROLLAIRE 1.2. - Soient ‘rn un entier posit$ou nul, et a et s deux symboles appurtenant 
(Q prr+1 et ve’ri$ant s 1 0 et .fl e a > :I:,, s sur R” x R” x [l, oo[. Alors il existe une 
constante C: telle que 
./i’ e u(ll:) a(:r:. D. r)71,(x) d:1: > - c l~lL~~~,,, 
.I- 
pour toute ‘u, E C~(W) 6 support contenu duns W; = { :I: E W” : x,, > 0 } et tout y > 1. 
Dhonstration. - Soit cp E C”(R) une fonction verifiant p(t) = 1 si tsl et p(t) = 0 
si t > 2, puis notons <r/~(t) = (p(f;/2). En posant c(:c, <, y) = (P(x,‘) s(:r:, <> y) puis b = 
.@ e o;--:c,, c, le calcul symbolique usuel permet d’ecrire $(u+u*) = .A e cl+r = b+z,, c+r, 
“” b et c E C”“+’ et b et c positifs ou nuls par hypothese. On a done : avec r’ E C , 
.fl I? 
.!- 
. 7L(X) a,(x. D. y)u(x) dr: = .n e (a(x:. D,y)71,. 7/,) 
= ( +(a + a*)(:I:. D. y)u: ‘IL) 
= .A e (/1(X> D, y)71,, II, ) + .n F (:r:,, C(.I.. D. y)w . ?I,) + .n e (T(X. D7y)7r,. II,) 
Le premier terme se minore par --Cl ]]u]]~ d’apres I’inegalite de Girding usuelle (voir [2, 
theorem 18.6.7]), et le dernier terme se mi’t?ore par -C;; ]]u]]:,, p ar continuite des operateurs 
pseudo-differentiels dans les espaces de Sobolev. 
Posons 1’ = 7/j 71,. Comme cp ,f/, = cp, on a 
(x,, c(:I:. D,y)u, 71,) = (XT,, c(x, D. y)u. u) 
= ( x,, c( :I:, D. y)v ) ‘71 ) + ( :I:,, c( .I:, D. y )( 71, - ?/) . ‘71 ) 
= (n:,, c(x:. D, y)u , ‘0) - ( LI:,, y [s(:r:. n, y). $]u, . 11 ) . 
Comme [Y(X):, D, y), $1 est d’ordre 2m, le dernier terme se minore lui aussi par 
-C3 ]]U]]f”. Pour estimer le terme restant ( :I:,, c(:r:: D. y)7~. 7i), oti la fonction ti verifie 
supp II c F = { z E R” ; WhL4) et /I~~11,,,<C4 ll7~ll,,,, on introduit le symbole elliptique 
A(E.7) = -y2”’ + c’/‘=, fy et son inverse /~([,y) = l/X(<. y) qui verifient clairement 
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x E C2?rt et p E C-“‘I. Alors, en notant d = (:I/, E Cl, en kcrivant (’ = c/X et en se 
rappelant que II’,, $(:c. D. y) - (:I:,, d)“’ est un opkateur born6 sur L”( iRr’ ), on a 
oti le R&e se compose d’une part des termes ([z, d(z. D, y), D~]D~G , ‘U ) contenant 
des commutateurs, et d’autre part des termes contenant les diffkrences entre les opkrateurs 
xlL d(z. D! y) et (z,, o!)“‘, ce qui permet d’Ctablir facilement que sa partie rielle est minorke 
par -C5 1(~1/~ 2 -CG l(~11~ ( ’ t c es encore la continuitC des opkrateurs pseudo-diffkrentiels 
dans les esp$es de Sobole?). Enfin, les deux termes restants (qui sont rCels) se minorent 
g&e au ThCorkme 1.1 par -C (Y”‘~ [/uI]% + EYE1 ljD~~1ll%) > --CT IIY,II~~ puisque les 
fonctions II et DJ”v sont B support contenu dans F. 
Pour terminer ce paragraphe, signalons que notre inCgalitC peut aussi s’knoncer de 
man&e gComCtrique sous la forme suivante, oti I’on notera que l’hypoth&e, qui fait 
intervenir une kquation ‘p = 0 du bord, est en rCalitC indkpendante du choix de cette 
Cquation. 
COROLLAIRE 1.3. - Soient A4 une varie’te’ de classe C”, iW+ = { :c E M : PI > 0 } la 
varie’te’ ci bord de bord S = { :I: E M ; cp(:c) = 0 } oli ‘p est de classe C” et dp # 0 sur 
S et A un ope’rateur pseudo-diffkrentiel d ‘ordre entier impair posittf 2rn + 1 sur M et de 
symbole principal a ve’r$ant .H e n = h + c cp oLi b et c sont des symboles positifs ou nuls 
d’ordre 27n + 1. Alors il existe un ope’rateur pseudo-diffkrentiel R d’ordre 2~1. sur 174 tel 
que pour toute demi-densite’ u support&e dans M+, on ait ./ fj (AU, ,u) + ( R,u, II) 2 0. 
Dkmonstration. - 11 suffit de remarquer que si .%’ c Q = b + c cp, le symbole principal 
Ctant invariant par difft5omorphisme, le symbole de il dans une carte vkrifie 
modulo un symbole d’ordre 2m, ce qui est de la forme voulue pour appliquer le Corollaire 
prCcCdent. I1 ne reste alors plus qu’B localiser, ce que I’on fait B l’aide d’une partition de 
I’unitC 1 = CkEN 0: localement finie avec Hk E C,“(M) pour &ire 
La somme contenant les commutateurs fournit un opkrateur RI d’ordre 2nb, et I’autre 
somme se traite B l’aide du Corollaire prCcCdent (avec y = 1) puisque c’est une somme de 
termes localis& et que ~IuII~~ peut aussi s’kcrire (Rzu,u), l’opkrateur RZ = (1 + ID/“)” 
&ant d’ordre 2m,. 
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2. Demonstration de 1’inCgalitC de G&-ding 
Dans ce paragraphe, nous donnons la demonstration du Theo&me 1.1, et utiliserons 
systematiyuement les notations lj~j1~ = J‘ ~u(x)[~ dx p our la norme de la fonction u dans 
l’espace L (R”), et 111 A 11) = sup 
Y(L2(W)). 
11111111 J(Au(l pour la norme de l’operateur A dans l’espace 
Choisissons une fonction x E C;(W) verifiant x(t) = t si ItI<& et posons :zt = X(X,,). 
Pour supp u c F = {z E [w” ; 052,<4 }, on a (I:,, - El) ‘11. = 0 d’oti 
((:I:,,up, u) - ((:i$L)%, 7L) = ((x,, - :c,) U(X> D, y)u. 1L) + Resk = l&!ste, 
avec IRestel<C \lu112, ce qui montre que l’on peut remplacer l’operateur de multiplication 
par 1c,, par I’operateur de multiplication par g, qui est un operateur borne sur L2(Rn). Pour 
alleger la demonstration, nous conserverons dans notre preuve l’operateur de multiplication 
par 2, tout en faisant comme s’il Ctait borne sur L’(W), mais le lecteur scrupuleux pourra 
verifier que la preuve reste correcte, bien qu’un peu plus compliquee, si I’on Ccrit partout 
.G a la place de z,. 
On rappelle la decomposition de Littlewood-Paley: il existe une fonction a valeurs 
positives cp E Cr(W+‘) avec 
SUPPCP c { (<, Y) E W+l ; (1/4)11E12 + Y2<4 >; 
telle que C,>n (P~(<,Y) = 1 avec cp0 E C~(W+‘) et, pour v > 1, cp,,([, y) = 
cp(2Zv<,2-“y). Si 4) E Cr(W+l) vaut 1 sur le support de 9 et verifie 
supp$ c { (t/y) E IW”+’ : (1/16)<1<12 + r2<_16}: 
nous poserons aussi $J~(<, y) = ~/)(a-~<, 22”y), et on a clairement CV>o \lli/;ul12<4 llr~l/2. 
Cette decomposition de Littlewood-Paley permet de microlocaliser le symbole n en posant 
a, = cp,, CL. On notera z+ l’operateur de multiplication par i( I:c,,I + II:,), IC- l’operateur de 
multiplication par $ ( IX,, ) - :I:~~), et H l’operateur de multiplication par la fonction qui vaut 
1 si :c, > 0 et 0 si :c,,<O (fonction de Heaviside). Pour toute constante c E R on peut ecrire 
2 (Ic,tfL,)l” = :I:, us;; + UT :I:, = 
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Le reste de la preuve sera divise en differents paragraphes consacres a l’estimation des 
differents morceaux de l’operateur S. 
2a. Estimation de Cv>o A,. Comme (I 2 0, il resulte de I’idgalite de Girding 
usuelle [2, theorem 18.6.7]-qu’il existe une constante c 2 0 independante de 11 telle que 
((f$ -t c)?I,U) > 0 pour toute ‘0 E ./(lwr’), et puisque nz’ + I: est continu sur L2(Wr’) par 
compacite du support de (A,,, cette inegalite reste vraie pour toute ‘0 E i”(rWll) avec la mCme 
constante c. En utilisant cette constante c dans la decomposition (2.1) et en appliquant 
I’inegalite precedente a II = ~2” $::‘u, qui appartient a L*(F!“) si ‘(1 E ./(W”), on obtient 
(2.2) 
2b. Estimation de xv>” B,. On commence par etablir le Lemme suivant, qui est un - 
resultat classique. 
LEMME 2.1. - Soient (I, E C1 et a,, = (p,, (I, comme ci-dessus. Alors il existe une constante 
Cl indkpendante de v telle que VT/ > 0, 
III a::’ IIIIG 2” , III [:I:,, . ~C’] 111 I G et II( [n:,, : [:I;,, I u:;‘]] Ill<CJ, 2-l’ . 
Dhonstration. - Rappelons-en brievement la demonstration. Du fait que (I, E C1 et 
que cp,(c;y) = (p(2?‘<, 22”y), les symboles c1 ?, = cp,, a verifient, avec des constantes 
C, independantes de 11, des estimations ](2”&)“n,(2, <, r)l~C~ 2”. On Ccrit alors pour 
IL E Y(W) : 
n;yu(rc) = (27r)-” 
.I 
ei(-!‘yc) u, F, <: 7) u(y) ny d< = 
( s 
f&/(x, y) u(y) dy 




2; + y 
TO) 4. 
et pour estimer le noyau k:,, on effectue des integrations par parties qui conduisent a 
la majoration 
pour une constante Ca independante de II. On en dtduit que 
sup 
.rEW” , I’ 
(k:&, ?/)I dy<C, 2” et sup Jk,,(x. y)l dx<C1 2” , 
!, E R ‘j . I
puis on conclut que 111 a; I/I<C1 2” d’apres le lemme de Schur 12, lemma 18.1.12]. 
Les deux autres estimations s’obtiennent de la m&me facon en remarquant que les 
symboles des operateurs [x,, , {$‘I = (% i&/3<,,)“’ et [x,, , [:I:,~. u:]] = ( -i32a,/i3<i)“’ 
verifient des estimations 
pour des constantes C, independantes de II. 
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En utilisant les inegalites du Lemme 2.1 et l’inegalite de Nirenberg-Treves [2, lemma 
26.8.21, on peut Ccrire pour u E .Y(W’), 
d’ou l’estimation 
(2.3) 
2c. Estimation de Cu>O C,. Comme on l’a remarque au debut de ce paragraphe, 
l’operateur de multiplication par X, peut &tre considere ici comme un operateur borne sur 
L*(W). Par consequent il existe une constante C, telle que I(CVu, u)I<C~ llu’/,“‘~]l*, d’ou 
comme precedemment, pour toute IL E .U(W’) a support dans F, 
(2.4) 
2d. Un lemme de commutation. La continuite de l’operateur CV>a D,, requiert un peu 
plus de travail, et nous commencons par rappeler le resultat suivant,lui aussi classique. 
LEMME 2.2. - Avec les notations pre’ctfdentes, il existe me constante C, indkptkdante 
de 71 telle que V’v > 0, 
Ill [$tY. x-1 IlliG 2-” et 
De’monstration. - Pour $11 E .Y(W), on a : 
[$,".2-]11(3:) = (27r-7l 
.I 
. d--y,E) 7/~(2-"<,2-vy)(?/- - z:-)u(y)dyd< = 
= (27r-'I /(y- -~-)~(2"(g-~),2-*'y)~l+J)2'""dy = b,,, *,u(x) 
en notant b,,,(z) = (2”/27r)‘” 2- $(2V~, 22” y). On obtient la premiere estimation 
annoncee en vtrifiant (par le simple changement de variables y = 2”~ dans l’integrale) 
w sll~,,~ 2” ll~v.711,~ < CQ. 
Pour l’autre commutateur, on Ccrit de mCme pour ‘u E .Y’(W) : 
[ay,;C+(.7:) = (27r-" 
J' 
&--y,E) a, y&y) (:y- - x-)u(y)dyd< = 
Le quotient I(y- - :c-)/(y, - n:,,)l reste inferieur a 1, et l’integrale qui apparait dans 
l’expression de k, a deja Cte estimee au Lemme 2.1, ce qui permet de conclure que 
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l’operateur [u:;’ , ~-1 est continu sur L’)(W) avec une norme majoree independamment 
de 11. 
2e. Deuxihme microlocalisation. Pour completer l’estimation de l’operateur CI,>() I),,. 
nous avons encore besoin du resultat suivant qui constitue la principale nouveaute de 
cet article. 
LEMME 2.3. - Avec les notations pre’&dentes, il existe une constante C14 indkpendante 
de 11, et 11 telle que kfp 2 0, VV 2 0, 
Dkmonstration. - Par symetrie, on peut supposer que 71 > LL + 6, et alors 41: 4);:‘ = 0 
puisque les supports de T/J,, et y’/,, sont disjoints, ce qui permet d’ecrire $J;‘ H $I: = 
$,:” (H - $) ii/r. La fonction H - i d&nit une distribution temperee dont la transformee 
de Fourier Hri = (27r)‘” (O,/ @ v~~$)/Zai est done aussi temperee, et comme T$$, est 
a support compact, on a la formule ” 
Comme li/,l et &, sont B supports disjoints, il resulte alors de la formule de Plancherel : 
d’oti la majoration 
En utilisant l’inegalite de Cauchy-Schwarz d’abord a l’interieur des deux parentheses puis 
pour l’integrale en [‘, on obtient done la majoration 
ce qui prouve le Lemme. 
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2f. Estimation de x2,>” (DV + D:). Nous demontrons la continuite de l’operateur 
L>o D, a l’aide du lemme de Cotlar [2, lemma 18.6.51. 11 s’agit done d’estimer 
III az Ill et Ill 0: D, Ill - et comme H X- = 0 on peut Ccrire : 
D’apres les Lemmes 2.1 et 2.2, on a les majorations 
III E” IIILIII M,:‘!4 111 1 0,:+ c lllIC3 2-l’ (C, 2” + c)gY1 c, + c, (: . 
Ill Fv Ill L Ill it Ill Ill kc > :’ - I‘ ] 111 + 111 [gf, x-1 1)) 111 nl:l JII<C, + c;i 2-” Cl a”<& + Cl c:< , 
si bien qu’en notant Cs = Cs (Cr + c + I), on a (II D,, D; 111 SC; et ((I D:, D, \I( SC: pour 
tous 11, et I/, et si I/L - 11) >_ ci, 
111 D,DY, j(l<C~ Ci 2-l’-‘4’* et 
d’apres le Lemme 2.3, d’oti il resulte que 
sup 
I’ c (111 DUD; 1111” + Ill DP,, Ill “*) < = I/>0 




&o (Dv + Qh > 1~ )I 9, ll~~~ll* . 
2g. DCmonstration du Thkor&me 1.1. 11 suffit maintenant d’utiliser la formule (2.1) 
et les estimations (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) pour obtenir le resultat annonce puisque 
l’operateur R. est continu sur L*(W). 
3. Application aux prohlkmes d’unicit6 
On considere dans ce paragraphe un operateur differentiel lineaire 
a coefficients C” a valeurs complexes defini pres d’un point ~0 E R”. Par ce point :co 
passe une hypersurface reguliere orientee S d’equation cp(n:) = 0, oti cp est C” a valeurs 
reelles et verifie (P’(.Q) # 0. On dit alors qu’il y a unicite’ en x0 pour le probkme de Cauchy 
si toutes les solutions u de a(~, D)u = 0 s’annulant dans { :I: ; cp(z)<O } s’annulent dans 
tout un voisinage de 20. En realite, nous considererons ici la propriete plus faible suivante : 
on dira qu’il y a unicite’ compacte en .x0 pour le problbme de Cauchy si toutes les solutions 
‘U de n(z, D)u = 0 s’annulant au voisinage de { :I: # :GO ; cp(z)<O } s’annulent dans tout 
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un voisinage de :I;(). Dans tout cela, le probleme est purement local (pres de .I:~,) et lcs 
solutions considerees sont prises darts l’espace de Sobolev H;::,l(R’“). 
Pour discuter ces proprietes, nous utiliserons le symbole principal 
de l’operateur u(:c. II), ainsi que le crochet de Poisson 
de deux fonctions y et r’ definies sur le fibre cotangent a R”. 
Nous considerons d’abord le cas des operateurs a symbole principal reel d’ordre trois 
(i.e. rrl. = 3 et les n,, sont a valeurs reelles pour lo = 3, cf. [5]). On sait alors qu’il y a 
unicite en x0 pour le probleme de Cauchy sous l’hypothese de forte pseudo-convexite 
(cf. [5, corollaire 11). Afin de pouvoir affaiblir cette hypothese, nous faisons comme dans 
[3] et [5] l’hypothese de transversalite suivante: 
Nous pouvons alors demontrer le meme theoreme que dans [5], mais en ne faisant 
l’hypothese de faible pseudo-convexite que sur la surface S; c’est le resultat suivant. 
TH~ORBME 3.1. - Soit a(~. D) un opkrateur di$%rentiel 2 symhole principal re’el p d’ordre 
trois. On fait 1 ‘hypoth2se de transversalite’ (T, ) &rite ci-dessus et on suppose que la surface 
S est non-caracte’ristique en :I:(). On ,fait de plus I’hypoth&e de ~faible pseudo-convexite’ : 
pour tout II: proche de :cg sur la surface S. Alors il y a unicite’ compacte en :1:0 pour le 
problPme de Cauchy. 
Dans le cas des operateurs principalement normaux d’ordre quelconque, le probleme est 
plus delicat. Tout d’abord nous considererons ici les operateurs principalement normaux 
au sens suivant: il existe une fonction Q E C” (W” x R” \ (0)) homogene de degrt 7~ - 1 
en < telle que 
pour :I: proche de :co et < E R” \ {O}, car pour considerer les operateurs principalement 
normaux les plus gtntraux, il aurait fallu demontrer une inegalite de G&ding avec 
gain de deux derivees. Pour ces operateurs principalement normaux, on introduit les 
vecteurs complexes de la forme c = < - “:r’p’(~) avec < E W’” et 7 E R, et le symbole 
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~/TJ,r:,<) = ~I(:I:, [ - Ircp’(:r:)) afin de defini comme dans [4] deux fonctions .Tp et .G9 
par les formules : 
.G(x. C) = {~&3}(:I:.<)/2%T si T # 0. 
.7&r, I) = -{p, {p, ‘p}}(x, E) si 7- = 0. 
.G9(x.() = ({jq {pT3. p}}(:r:,<) +.q:r:, cJ)/ir si 7 # 0. 
:5+(x.() = acr(~~~.E){{r,.c~}.(~}(:e,E) - {j?, {{p,(~},p}}(.r:.$) si 7 = 0. 
et il convient ici de signaler comment ces fonctions se transforment lorsque l’on change 
d’equation p = 0 pour la surface orientee S. Si done X est une fonction de classe C” 
telle que X(:r:a) > 0, on calcule que 
p(x) = {p; p}(:r:. () = 0 =3 
1 
.&,(x. <) = X(x) .G(:c: () et 
=+ 
:~&, C) = x(:c)2 :G&. {) - 2 X(:1:) {p. X)(x, C) {{p, cp}. p}(:c. () , 
ce qui permettait de conclure dans [4] que .G+ = X2 :6,, lorsque cp et X cp definissent 
la m&me famille d’hypersurfaces car dans ce cas, on a X = f o ‘p ce qui implique que 
{p. X)(x. () = (f’ 0 ‘p(x)) {p p}(:c. C). 
Rappelons qu’il y a unicite en :~;a pour le probleme de Cauchy sous l’hypothese de 
forte pseudo-convexite : 
by = ( - irp’(:r:,) # 0. p(:c(]:() = {p,p}(x,,.~) = 0 =3 .q:r:(),{) > 0. 
Pour pouvoir affaiblir cette hypothese, nous introduisons les ensembles suivants (ou il est 
toujours sow-entendu que (” = < - ircp’(:c) avec [ E [w’” et T E [w) : 
% ar;(S) = { (x. {) E R” x C’” : cp(:c) = p(:r:, C) = {p, cp}(.c, C) = 0 } 
‘%rit,(S::r:o) = { < E C” \ (0); (:cg.<) E Kari(S) et .TI+(:cg.<) = O}. 
et nous faisons comme dans 141 l’hypothese de transversalite (“operateur de type 
biprincipal”) 
.H F &p(x~, <) et .7m i)~p(:r:~~ <) 
(7’2) V< E % rit,(S, :~:a) , 
{ 
sont lineairement independantes, 
et {{P, P>, cpl(:h~ C) # 0. 
On peut alors Cnoncer le rtsultat d’unicid suivant oti les hypotheses ne sont faites que 
sur la surface S. 
TH~OR&ME 3.2. - Soit u(z: D) un ope’rateur diferentiel principalement normal au 
sens precise’ ci-dessus et ve’ri$ant l’hypothese de transversalitC (Tz) (operateur de type 
hiprincipal). On suppose que pour un voisinage (2 de :cg duns R”: 
(i) (Faible pseudo-convexitt) .G 2 0 sur %X;(S) n (0 x Gil); 
(ii) II existe une equation cp = 0 de la w-face oriente’e S et une ,fonction p E C”(O) 
telles que : 
.Tq = f (.7i’2) et {~j,lb} = f (.7:‘“) 
V< E % rit,( S, ~0) , 
{ 
.mr % arz( S) pres de (1~0, c) , 
et tt)Ep(n:o. <) p”(:q,) &p(xo. <) > 0 . 
Alors il y a unicite’ compacte en :cg pour le probleme de Cauchy. 
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4. DCmonstration des inCgalitCs de Carleman 
Comme les demonstrations de ces deux resultats sont tres semblables, nous donnerons 
surtout celle du Theo&me 3.1, et ne ferons qu’ebaucher celle du Theoreme 3.2. De plus, 
puisqu’il ne s’agit que de modifications des preuves de [4] et [5], nous renvoyons a ces 
deux articles pour les details omis ici. 
La propriete d’unicite compacte resultera d’une inegalite de Carleman : 
oti 6 > 0 et ou le poids ,Jj E C” est a valeurs reelles et verifie $(:co) # 0 et 
{ .I' ; 7)(x) 2 0 } = { .7: ; ‘p(x) 2 0 }. P our Ctablir une telle inegalite de Carleman, on 
conjugue l’operateur n(:r:, D) par le poids c-’ I/_1 en posant 
ce qui donne un operateur A, dont le symbole (total) appartient a la classe C”’ 
de symboles a grand parametre introduite au paragraphe 1 et de symbole principal 
p7L,(:r. <) = p(n:, < - ay$J’(LI:)). P our simplifier les calculs qui suivent, nous fixons les 
coordonnees en sorte que :I:(] = 0. 
LEMME 4.1. - Sous les hypothPses du The’ort?me 3. I, il existe un voisinage 12 de :I:(), une 
fonction X( :I:) > 0, une constante A, un symhole 1’ E C2 et un symhole positf s E C” teis 
qu’avec ,$(:r) = 1 - ep.lX(.r) +(.‘) ef p s,LI,(:~:, () = p(x:, $ - % 7 ,$‘(:I;)) on aif : 
f {1’?+;,.}(x, () + 2.1 (2 (r(x. ~J)p~L’(.I:. E)) > p(x) s(:r; (. y). 
pour (:c.t.y) E $2 x R” x [l,oo[. 
De’monstrafion. - Considerons le compact K de R” x R” forme des points (.I:. [) tels 
que :I: = :I:~), I<1 = 1 et ~I(x; <) = (~1. cp}(:c. 0 = {II; {;1,, cp}}(:~;, 4’) = 0. L’hypothese 
de transversalite (Z’r) montre alors d’une part que i)Ep ne s’annule pas sur K, d’oti 
co = infl,- l&p]* > 0 par compacite et d’autre part que p, p et {p, ‘p} peuvent &tre prises 
localement comme coordonnees independantes, ce qui permet d’obtenir par developpement 
de Taylor une estimation 
valable dans tout un voisinage de K dans IF!” x R”. On choisit alors B = (1 + 2 Co)/2r:~, 
puis X(X) = 1 - B 1~1~. A vet ce choix, on obtient que {p, X} = / (IX]) et que 
{p {p A}} = -2Bli3& + f (la:l), ce qui permet de conclure que : 
(11. {P, Xp}} = cp (11. {PX>> + 2 {P. ‘p} {p. A> + A {P. {P. PI}< 
9~(-2Blt44’ + / C/z:/)) + f (l:~:l lb. p}l) + 
+ co (bl + IPI + lb. 94)’ 
5-2s IQl” P + co (2 I4 + IPI + 3 lb h4l)~ 
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On voit ainsi que le choix de X nous permet d’affirmer qu’il existe un voisinage de K 
dans R” x R” dans lequel 
oti Q est une fonction C” positive qui reste superieure a 1 + 2 Co sur K. 
Nous reprenons alors la demonstration du lemme 1 de [5] auquel nous renvoyons pour 
les details des calculs. Avec r = A y K-‘~+‘, on peut Ccrire 
en notant : 
oti l’expression exacte des fonctions regulieres f et 9, donnee dans [S], ne joue aucun role. 
11 ne reste plus alors qu’a montrer que pres de tout point (:I:o, <. 7) avec ]<I2 + r2 = 1, on 
peut construire trois fonctions C” reelles pl(:i;: <. 7), /I~(:I:. <. 7-) et (~(3:. [. r) avec CJ > 0 
et F.4 + p1 (I~ + 1)~ q2 > cp 0. Pour cela nous distinguons differentes situations : 
(a) En un point oti sf + qi > 0, il suffit de prendre p1 = C (11, fjZ = C (12 et (T = 0 avec 
une constante C assez grande puisque F. est localement bornee. 
(b) En un point oti gr = 42 = 0 mais r # 0, on a {qt:Xp} = --7’L{{{~~~(p};~):~}/3 car 
q2 = 0, cette quantite est non nulle puisque S est non-caracteristique et il suffit done de 
prendre p1 = ~2 = (T = 0 avec une constante A suffisamment grande. 
(c) En un point oti y1 = q2 = r = 0 mais {p; (11, cp}} # 0, on a p = (11; ‘p} = 0 et done 
{p, (11, cp}} < 0 par pseudo-convexite, d’oti Fo > 0 en ce point ; il suffira encore ici de 
prendre p1 = ~2 = (r = 0 pour obtenir le resultat desire. 
(d) Enfin, en un point oti (11 = q2 = r = (11, {p, cp}} = 0, on a (x:<) E K d’oti 
l’inegalite (4.1) au voisinage. Par ailleurs, les fonctions qt, ~2 et cp peuvent etre choisies 
localement comme variables independantes et on a p = Y (TV) et {p. Xcp} = / (r2) 
sur rll = (12 = ‘p = 0. De ces estimations et de l’inegalite (4.1) on peut deduire que 
~o~~,,=,~,=~=o 2 --Cl r2 puis que 
Comme {{p. cp}, cp} # 0 au point consider& il en rtsulte que F~4~sl=c1L=v=o 2 0 si 
la constante A est assez grande. On trouve alors les coefficients pl, p2 et (T a l’aide 
d’une formule de Taylor, et en revenant a l’inegalite (4.1), on voit aussi que l’on a 
cr E [Q, - 2 Co, n + 2 Co] au point consider& d’oti 0 2 1 en ce point et finalement (r 2 0 
au voisinage. 
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On conclut alors comme darts [5] en recouvrant le compact 
par des ouverts oti l’on a une constante 4 et des fonctions (T > 0, p1 et p2 telles 
que F.4 + PI 91 + ~2 YZ - cp > 0 comme ci-dessus. En utilisant une partition de l’unite et 
l’homogeneitt, on en deduit I’existence d’une constante A > 0 et de fonctions 0 > 0, 
p1 et p2 homogenes en (E, 7) verifiant la m&me inegalite, mais sur Q x W” x R”. II ne 
reste plus alors qu’a poser 
l.(:r:. f, y) = p(:c, E. A y p--4x(.r);(.“)) et ,?(:I:. [. y) = <(:I:; <. A y ,,---“(.“)~(~“)). 
avec /)(:c. <, T) = 7 pi(:r, c. 7) + i />2(.~:, <. 7) et <(:I.. <. r) = 2 r CT(II:, E. 7) pour obtenir les 
resultats annonces dans le lemme. 
Fin de la dkmonstration du ThCorkme 3.1. Nous n’avons plus qu’a repeter les 
arguments de [5] en remplacant les inegalites de G&ding precisees par notre Corollaire 1.2, 
en utilisant le Lemme 4.1 a la place du lemme I de [5], et cela nous fournira l’inegalite 
de Carleman annoncee plus haut. 
Pour la demonstration du Theoreme 3.2, la demarche est identique, mais il faut remplacer 
le Lemme 4.1 par l’enonce suivant. 
LEMME 4.2. - Sous les hypotheses du The’orkme 3.2, il existe un voisinage 12 de :r:(), une 
fonction X(X:) > 0, une constante A, un symbole T E C”’ -I, un symbole posit[f s E X2”’ m-1 et 
une constante E > 0 tels qu’avec ,qQ(:r:) = 1 - c--I ‘(.‘) y(.‘) ety,c.(:l:, <) = p(:r, ( - % y ,$‘(:K)) 
on ait : 
pour (:r,<;y) E 12 X R” X [l. x[. 
De’monstration. - Ici, nous choisissons X(X) = 1 - B (~(3:) - ,~(:l:a)) et nous obtiendrons 
les resultats du Lemme pourvu que les constantes A et B soient choisies suffisamment 
grandes. Pour l’etablir, on pro&de essentiellement comme pour la demonstration du 
Lemme 4.1 en s’inspirant des calculs de [4], et nous en la&sons tous les details au lecteur. 
Signalons toutefois que l’inegalite (4) de [4] devra &tre ici remplacte par une Cgalite, 
precisement par l’egalite 
qui s’obtient a partir de I’hypothese (17.p) = 2%.A t’ (ijp) (operateur principalement 
normal). 
Fin de la dbmonstration du ThCorbme 3.2. LB encore, il ne reste plus qu’a recopier la 
demonstration du paragraphe 3.3 de [4] en remplaqant les inegalites de GArding par notre 
Corollaire 1.2 pour obtenir l’inegalite de Carleman annoncee. 
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